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1. Introduction

Etant donné un espace probabilisé d’espace fondamental Q2 et de mesure de probabilité P,

on appelle variable aléatoire sur cet espace, toute application X de Q dans R telle que :

X Q) - R

o —>X (o)

A chaque événement élémentaire ® de Q correspond un nombre réel x associé a la variable
aléatoire X. Comme I'indique le graphe, 1l n’y a pas obligatoirement autant de wvaleurs
possibles prises par la variable aléatoire X que d’événements élémentaires. La valeur x
correspond a la réalisation de la variable X pour I’événement élémentaire o.



2. Variables Aléatoires Discretes 2.1. Définition

Une variable aléatoire est dite discreéte si elle ne prend que des valeurs discontinues dans un
intervalle donné (borné ou non borné). L’ensemble des nombres entiers est discret. En régle
générale, toutes les variables qui résultent d’un dénombrement ou d’une numération sont

de type discretes.

Exemples :

Les variables aléatoires,
- le nombre de petits par porté pour une espece animale donnée (chat, marmotte, etc),
- le nombre de bactéries dans 100 ml de préparation,
- le nombre de mutations dans une séquence d’ADN de 10 kb,

etc. ..
sont des variables aléatoires discreétes.




2. Variables Aléatoires Discretes 2.2. Loi de Probabilité

Une variable aléatoire est caractérisée par ’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre et par
I’expression mathématique de la probabilité de ces valeurs. Cette expression s’appelle la loi
de probabilité (ou distribution de probabilité) de la variable aléatoire.




2. Variables Aléatoires Discretes 2.2. Loi de Probabilité

La lo1 de probabilité d’une variable aléatoire discréte est entiérement déterminée par les
probabilités p; des évenements {X = X;}. x; parcourant I'univers immage X(Q2). La loi de
probabilité est donnée par les (x;, p;);.

Remarque : Afin de simplifier I’écriture, nous noterons pour la suite du cours :
P({X=x;}) équivalent a P(X=x;) ou p;



2. Variables Aleatoires Discretes 2.3. Fonction de Reépartition

On appelle fonction de répartition d une variable aléatoire X la fonction Fy telle que:
Fx.' R > R

t—>Fy ()=P(X<1)

Concretement la fonction de répartition correspond a la distribution des probabilités
cumulées. Le plateau atteint par la fonction de répartition correspond a la valeur de

probabilité 1 car > p, =1.

L’importance pratique de la fonction de répartition est qu’elle permet de calculer la
probabilité de tout intervalle dans [X.

Les propriétés associees a la fonction de répartition sont les suivantes :

Soit Fy la fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete X alors :
(Py) VieR 0=<Fy (1)=1

(P,) Fx estcroissante sur R

(P;3) lm Fy (=0 et lm Fy (=1

[—»—o0 f—» +or

(P.) sia<b P(a< X< b)=Fx (b)-Fx (a)




2. Variables Aleatoires Discretes 2.3. Fonction de Reépartition

Exemple :

On considere I'évenement o « lancer de 3 pieces ». On introduit une variable aleéatoire X
définie par X(®) « nombre de piles de 1’évenement w». La loi de probabilité de X est :

Nombre | pry— ) Fx Dans le cas d’une variable aléatoire discréte, on
de piles utilise un diagramme en batons pour visualiser la
0 1/8 1/8 distribution de probabilités et une fonction en
1 3/8 4/8 escalier pour la fonction de répartition.
2 3/8 7/8
3 1/8 1




2. Variables Aléatoires Discretes

2.3. Fonction de Reépartition

Exemple :

On considere I’évenement o « lancer de 3 pieces ». On infroduit une variable aléatoire .X
définie par X(®) « nombre de piles de 1I’évenement w». La loi de probabilité de X est :
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3. Variables Aléatoires Continues 3.1. Définition

Une variable aléatoire est dite continue si elle peut prendre toutes les valeurs dans un
mtervalle donneé (borme ou non borne). En regle générale, toutes les variables qui resultent
d’une mesure sont de type continu.

Exemples :

Les variables aleatoires.
- le masse corporelle des mdividus pour une espece animale donneée,
- taux de glucose dans le sang,
- efc.

sont des variables aléatoires continues.



3. Variables Aléatoires Continues 3.2. Fonction de Densité de Probabilités

Dans le cas d’une variable aléatoire continue, la lo1 de probabilité associe une probabiliteé a
chaque ensemble de valeurs definies dans un intervalle donné. En effet, pour une variable
aléatoire continue, la probabilité associée a I’évenement {X = a} est nulle, car 1l est
impossible d’observer exactement cette valeur.

On considere alors la probabilité que la variable aléatoire X prenne des valeurs comprises

dans un intervalle [a,b] tel que Pla <X < D).

Lorsque cet mtervalle tend vers 0, la valeur prise par X tend alors vers une fonction que 1’on
appelle fonction densité de probabilité ou densité de probabilité.

On appelle densité de probabilité toute application continue par morceaux :

fi R > R
x — f(x)
telle que :
(Py)) VYVxeR f(x)=0

(P>) [j: fx)de=1 (en supposant que [j: f(x) dx existe)




3. Variables Aléatoires Continues 3.2. Fonction de Densité de Probabilités

Jx) 11— Soit une fonction densité de
n_ns-: ;’/{ H‘y probabilité f(x):
; \ (I) Tawre hachuree en vert
D'Ujf f correspond a la probabilite
nﬁa-; P(X <-10)
/;qu_f . (2) l'aire hachurée en bleun
/ \ correspond a la probabilite
ARt \ P(+10 <X < +15)
‘_‘——A ] HH"“*H_
-20 00 0 BERRRES

Remarque : Cette fonction densité de probabilite est une lo1 de probabilite car I"aire sous la
courbe est egale a 1 pour toutes les valeurs de x definies.



3. Variables Aléatoires Continues 3.3. Fonction de Répartition

S1 comme pour les variables aleatoires discretes, on deéfinit la fonction de répartition de X
par :

.F:;;'Z R —»> R
t— Fx()=P(X<1)

alors la relation entre la fonction de répartition F, et la fonction densité de probabilité
flx) estla survante :

I
Vie R Fx(D=P(X<n= [ _ f()dx

Soit X une variable aléatoire absolument continue de densité f et de fonction de répartition
Fx, alors :

b
(P)) Pla<X<b)=Fy (b)-Fy (a)= jﬁ fx)dx aveca <b

(P,)) VaeR P(x=a)=0 si1festcontinue a droite du point a.




3. Variables Aléatoires Continues 3.3. Fonction de Répartition

La fonction de répartition correspond aux probabilités cumulées associées a la variable
aléatoire continue sur I’intervalle d’etude (graphe ci-dessous).

v\
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Fonction densité de probabilité A x) Fonction de répartition £
onction de répartition Fy

L’aire hachurée en vert sous la courbe de la fonction densite de probabilite correspond a la
probabilite P(X < a) et vaut 0,5 car ceci correspond exactement a la moitieé de I’aire totale
sous la courbe. Cette probabilite correspond a la valeur de la fonction de répartition au point
d’inflexion de la courbe (voir cours analyse).



3. Variables Aléatoires Continues 3.3. Fonction de Répartition

Soit Fy la
(Py) Fx
(P,) Fx
(P3) Fx
(Py) lm

[— —=

fonction de repartition d une variable aleatoire absolument continue X alors :

est continue sur R, dérivable en tout point ot f est continue et alors Fy’" =1
est croissante sur R

est a valeurs dans [0,1]
Fy (=0 et lim Fy (1) =1

i 2 =




3. Variables Aléatoires Continues 3.3. Fonction de Répartition

Exemple :

Dans une population de canards colverts, lors d’une alerte, I’ensemble des individus quittent
leur lieu de repos. Ainsi a 7= 0, la surface de I’étang est déserte et la probabilité qu’un canard

regagne I’étang entre les temps 77 et 7, (en minutes) est donnée par :

irz > N - # _2 n r - - - =g = -
L f(Hdtavec f(t)=2e " —2e "' quireprésente la fonction densité de probabilité.
|

La primitive de (7). Fr (7). fonction de répartition est de la forme :

f(t)‘ F(t) i
5 - 1
41 8
3 6
27 47
.17 2]
R N e e .
0 2 4 6 8 f 0 2 4 6 S f
Fonction de densité de probabilité Fonction de répartition

L’ evolution de la recolonisation de 1’é¢tang par les canards colverts en fonction du temps est
donnée par la courbe rouge. On observe aimnsi que plus de 50 % des canards se posent sur
I’étang au cours des 2 premieres minutes qui suivent 1’alerte. Au bout de 7 minutes, tous les
canards ont regagne l’¢tang. La distribution des probabilitées cumulées est donnee sur la
courbe verte.



4. Espérance Mathématique 4.1. Variable Aléatoire Discrete

S1 X est une variable aléatoire discréte définie sur un univers probabilise €. on appelle
espérance de X, le réel défini par:  E(X) = D X(®)P(®)

lal=9.

Remarque : Si X(Q) est infini, on n’est pas sur que D’espérance existe. L’esperance

mathématique est egalement notée LL(X), Ly ou encore LI si aucune confusion n’est a craindre.

Nous pouvons donner une autre definition de 1’esperance d une variable aléatoire discréete X
sta o € O, on associe I'image x telle que X(o) = x.

Theoreme :
S1 X est une variable aléatoire discréte de lo1 de probabilite (x;, p;); définit sur un nombre

fini (#7) d’évenements élémentaires alors :

LE(X) = ;-‘X}-Pf




4. Espérance Mathématique 4.2. Variable Aléatoire Continue

Si X est une variable aléatoire absolument continue de densité f, on appelle espérance de
X, le réel E(X) ., defini par : EX) = [ . X flx)dx

s1 cette integrale est convergente.

Exemple :

S1 on reprend I’exemple de la recolonisation de 1’étang par les canards colverts, la durée
moyenne pour la recolonisation est :

E(T) = [: tf(dt = tQe”" —2e7)dr =32 (voir Résultat)

Sous ce modele, la durée moyvenne de recolonisation pour I’ensemble de la population de
canards colverts est de 1,5 minutes.

Remarque : Dans cet exemple, la variable étudiée 7 ne peut prendre que des valeurs dans
[0, +oof




4. Espérance Mathématique 4.3. Propriétés

Les propriétés de I’espérance valent aussi bien pour une variable aléatoire discrete ou une
variable aleatoire absolument continue.

S1 X et Y sont deux variables aléatoires définies sur un meéme univers Q. admettant une
esperance, alors :

(P1)  EQFY)=EXN)FE(Y)

(P,) E(aX)=aE(X) YaeR

(P;) SiX=z=0alors E(X)=0

(P4)  SiXestun caractere constanttelque : Vo€ Q X (o) =k alors E(Y) =%

Remarque : Dans le cas continu, £ (X+Y) = [_Jr: [j (x+v) flxv)dxdy. La propriete Py est

verifiee quelques soient les relations de dépendance ou d’indépendance statistique entre les
deux variables.



5. Variance Mathématique

La variance d’une variable aleatoire J'(X) est I’espérance mathématique du carré de 1’écart a
I’espérance mathematique. C’est un parametre de dispersion qui correspond au moment
centré d’ordre 2 de la variable aléatoire X. C’est I’équivalent de la variance observée S°. En
effet lorsque le nombre d’épreuves n est grand, S* tend vers F(X) (voir estimation).

S1_X est une variable aleatoire ayant une esperance E(X), on appelle
variance de X le réel : (X) = E([X- EXD])

MX)=E(X’) - [EX)]

Remarque : S1.X(Q) est infini, il n’est nullement évident que F(X) existe. De plus comme
[X—E(X)]>=0 nécessairement V(X) = 0. Par définition, une variance est toujours positive.

La variance est également notée G~ s1 aucune confusion n’est a craindre.

S1.X est une variable aleatoire ayant une variance V(.X), on appelle écart-type de X,

le réel : o(X) =4 TV(X)

Remarque : L’écart-type permet de disposer d’un parametre de dispersion qui s’exprime
dans les mémes unités que la variable aléatoire elle-meéme.
Le terme « €cart-type » se traduit en anglais par le faux-ami1 « standard deviation ».




5. Variance Mathématique 5.1. Variable Aleatoire Discrete

Si X est une variable aléatoire discrete de loi de probabilité (x;, p;); définie sur un nombre fini
(n) d’evenements eélementaires alors la variance est égale a :

V(X) = Zl (x, —EWX))’ p; = Zl x;p;, —E(X)




5. Variance Mathématique 5.2. Variable Aléeatoire Continue

S1 X est une variable aleatoire continue donnée par sa densité de probabilite alors la variance

de X est le nombre reel positif tel que :
[ +a

0 =] (= EQO)Y f(x)dx = [ fx)dx — E(X)°




